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1. Введение 
  

Пусть 𝐸𝑛и 𝑅𝑛+1- евклидовы пространства точек 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) и 
(𝑥, 𝑡) = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑡), соответственно, 𝑛 ≥ 3, 𝛺 ограниченная область в 𝐸𝑛 с 

границей 𝜕𝛺 ∈ 𝐶2, 0 ∈ 𝛺, 𝑄𝑇- цилиндр 𝛺 × (−𝑇, 0), где 𝑇 ∈ (0,∞), 𝛤(𝑄𝑇) =
{(𝑥, 𝑡) |𝑥 ∈ 𝛺, 𝑡 = −𝑇} ∪ [−𝑇, 0]- параболическая граница 𝑄𝑇. 

Pacсмотрим в 𝑄𝑇 первую краевую задачу 

𝐿𝑢 = ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1 + 𝜙(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇,         (1.1) 

𝑢 |
𝛤(𝑄𝑇)

= 0,                                                  (1.2)  

предположим, что ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖ действительная симметрическая матрица, 

причем для всех (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 и 𝜉 ∈ 𝐸𝑛 выполнено условие 

𝛾 ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2𝑛

𝑖=1 ≤ ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1 ≤ 𝛾−1 ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖

2𝑛
𝑖=1 ;            (1.3) 

𝜎 = 𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

[∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)𝜆𝑗(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖,𝑗=1 / (∑

𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 )

2

] −
1

𝑛−𝑒2 < 0;            (1.4) 

𝜙(𝑧) ∈ 𝐶1[−𝑇, 0], 𝜙(𝑧) ≥ 0, 𝜙′(𝑧) ≥ 0, 𝜙(0) = 0, 

𝜙′(0) = 0, 𝜙(𝑧) ≥ 𝛽1𝑧𝜙′(𝑧), 𝛽1 > 0- константа.                   (1.5) 

Здесь 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑡 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
, 𝑢𝑡𝑡 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2 , 𝑢𝑖 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
, 𝑢𝑖𝑗 =

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
, (𝑖, 𝑗 =

1, . . . , 𝑛), 𝛾 ∈ (0,1] - константа, 𝑒 = 𝑖𝑛𝑓
𝑄𝑇

∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 /𝑠𝑢𝑝

𝑄𝑇

∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 .  

Всюду в работе предполагается, что 

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡) = [
𝜔𝑖

−1(𝜌(𝑥)+√|𝑡|)

𝜌(𝑥)+√|𝑡|
]

2

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 
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где 𝜌(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)𝑛
𝑖=1 .  

Относительно функций 𝜔𝑖(𝑧) для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 будем предполагать 

выполнение следующих условий: 𝜔𝑖(𝑧)- непрерывные и строго монотонно 

возрастающие на [0,diamΩ] функции, 𝜔𝑖(0) = 0, 𝜔𝑖
−1(𝑧) функции, обратные 

к 𝜔𝑖(𝑧) и кроме того 

𝛼 ⋅ 𝜔𝑖(𝑅) ≤ 𝜔𝑖(𝜂 ⋅ 𝑅) ≤ 𝛽𝜔𝑖(𝑅), 𝑅 ∈ (0,
diamΩ

2
],              (1.6) 

(
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
)

𝑞−1

⋅ ∫ (
𝜔𝑖(𝜏)

𝜏
)

𝑞
𝑑𝜏 ≤ 𝐴 ⋅ 𝑅, 𝑅 ∈

𝜔𝑖
−1(𝑅)

0
(0,diamΩ)            (1.7) 

для некоторых 𝛽 ∈ (1,∞), 𝜂 > 0 и 𝑞 > 𝑛, причем константы 𝐴 в (1.7) и 𝛼, 𝛽, 𝜂 

в (1.6) не зависят от 𝑅.  Кроме того, предположим, что элементы матрицы 

‖𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖ являются измеримыми в 𝑄𝑇 функциями.  

Условие (1.4) называется параболическим условием типа Кордеса (см. 

[1-8], 9, 11). 

Пусть 𝑥0 ∈ 𝐸𝑛, 𝑅 > 0, 𝑘 > 0, 𝐸𝑅
𝑥0

(𝑘)-эллипсоид {𝑥: ∑
(𝑥𝑖−𝑥𝑖

0)
2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1 < 𝑘2}, 

𝛱𝑅:𝑘(𝑥0)-параллелепипед{𝑥: |𝑥𝑖 − 𝑥𝑖
0| < 𝑘 ⋅ 𝜔𝑖

−1(𝑅), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} и для 𝑡1 < 𝑡2 

𝐶𝑅:𝑘
𝑡1,𝑡2

(𝑥0)-цилиндр 𝐸𝑅
𝑥0

(𝑘) × (𝑡1, 𝑡2) (или 𝛱𝑅:𝑘(𝑥0) × (𝑡1, 𝑡2) ). 

Пусть 𝐸𝑅

𝑥0

(𝑘) ⊂ 𝛺, (𝑥 ′, 𝑡 ′) ∈ 𝛺(𝐶
𝑅:1+

𝑟

2

−(1−
𝑟2

4
)𝑅2,0

(0)),𝑐𝑟 = 𝑐𝑟(𝑥′, 𝑡′) =

𝐶𝑅:𝑟
𝑡′−𝑟2𝑅2,𝑡′

(𝑥0), 𝐶𝑅
′ = 𝐶

𝑅:
𝑟

2

𝑡 ′−𝑟2𝑅2/2,𝑡′
(𝑥 ′), где 𝑅 -произвольное фиксированное 

число из полуинтервала (0,1], а 𝑟 ∈ (0,
1

2
]. 

Скажем, что 𝑢 ∈ 𝐴(𝑐𝑟), если существует компакт 𝐾𝑢 ⊂ 𝐸𝑅
𝑥′

(𝑘) такой, 

что supp𝑢(𝑥, 𝑡) ⊂ 𝐾̄𝑢 × [𝑡 ′ − 𝑟2𝑅2, 𝑡 ′], 𝑢 ∈ 𝑐∞(𝑐̄𝑟), 𝑢 |
𝑡=𝑡′−𝑟2𝑅2 = 0. 

Обозначим через 𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝑄𝑇) банахово пространство функций 𝑢(𝑥, 𝑡), 

заданных на 𝑄𝑇, с конечной нормой 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇) (∫ (𝑢2 + ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
2

𝑛

𝑖=1

+ 𝑢𝑡
2 + ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗

2

𝑛

𝑖,𝑗=1𝑄𝑇

+ 

+𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 + 2𝜙(0 − 𝑡) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑡

2𝑛
𝑖=1 )𝑑𝑥𝑑𝑡)

1/2
,                 (*) 

где 𝑢𝑖𝑡 =
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑡
(𝑖 = 1, . . . , 𝑛), 𝜆 = (𝜆1(𝑥, 𝑡), . . . , 𝜆𝑛(𝑥, 𝑡)) и пусть  TQW

2,2

,,2 



- 

пополнение множества всех функций 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝑄𝑇), 𝑢 |
𝛤(𝑄𝑇)

= 0 по норме 

пространства 𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝑄𝑇). 

Функция    TQWtxu
2,2

,,2, 



  называется сильным решением краевой 

задачи (1.1)-(1.2), если она удовлетворяет уравнению (1.1) почти всюду на 
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𝑄𝑇. Запись 𝐶(. . . ) означает, что положительная константа 𝐶 зависит лишь от 

содерженного скобок.  

2.    Основная коэрцитивная оценка 

Лемма 2.1. Для (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑟 имеют место оценки  

𝑐1.2.1(𝑛) (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
)

2

≤ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐1.2.2(𝑛) (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
)

2

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. 

Доказательство. Если (𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑟, то согласно неравенству 

Минковского 

(∑
𝑥𝑖

2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

≤ (∑
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖

′)
2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

+ 

+ (∑
(𝑥𝑖

′)
2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1 )

1/2

≤ 𝑟 + (1 +
𝑟

2
) = 1 +

3𝑟

2
. 

Отсюда следует, что для 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, |𝑥𝑖| ≤ (1 +
3𝑟

2
) 𝜔𝑖

−1(𝑅) ≤ 2𝜔𝑖
−1(𝑅) 

т.е. 𝜔𝑖(|𝑥𝑖|) ≤ 𝜔𝑖 (2𝜔𝑖
−1(𝑅)) ≤ 𝛽𝑅, 𝜌(𝑥) = ∑ 𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)𝑛

𝑖=1 ≤ 𝑛𝛽𝑅. 

С другой стороны 

(∑
𝑥𝑖

2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

≥ (∑
(𝑥𝑖

′)
2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

− 

− (∑
(𝑥𝑖−𝑥𝑖

′)
2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1 )

1/2

≥ 1 +
𝑟

2
− 𝑟 ≥

3

4
⋅ 𝑟. 

Тогда существует 𝑖0, 1 ≤ 𝑖0 ≤ 𝑛, такое, что 
𝑥𝑖0

2

(𝜔𝑖0
−1(𝑅))

2 ≥
9

16𝑛
, т.е. |𝑥𝑖0

| ≥

3

4√𝑛
⋅ 𝜔𝑖0

−1(𝑅). Тем самым 

𝜔𝑖(|𝑥𝑖|) ≥ 𝜔𝑖 (
3

4√𝑛
𝜔𝑖

−1(𝑅)) ≥ 𝛼𝑅, 𝜌(𝑥) = ∑ 𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)𝑛
𝑖=1 ≥ 𝑛𝛼𝑅. 

Аналогично |𝑡| ≤ (1 −
𝑟2

4
) 𝑅2 + 𝑟2𝑅2 ≤ 2𝑅2, т.е. √|𝑡| ≤ √2𝑅. 

Таким образом 

[
𝜔𝑖

−1(𝑛𝛼𝑅 + √2𝑅)

𝑛𝛽𝑅 + √2𝑅
]

2

≤ [
𝜔𝑖

−1 (𝜌(𝑥) + √|𝑡|)

𝜌(𝑥) + √|𝑡|
]

2

≤ [
𝜔𝑖

−1(𝑛𝛽𝑅 + √2𝑅)

𝑛𝛼𝑅 + √2𝑅
]

2

 

и доказательство Леммы завершено. 

Рассмотрим следующий модельный оператор с постоянными  

коэффициентами 𝐿0 = ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖
2

𝑛
𝑖=1 + 𝜙(0 − 𝑡)

𝜕2

𝜕𝑡2 −
𝜕

𝜕𝑡
. 

Лемма 2.2. Если функция 𝜙(𝑧) удовлетворяет условиям (1.5), то 

существует 𝑇1(𝜙, 𝑛) тaкoe, что при 𝑇 ≤ 𝑇1 для любой функции 𝑢 ∈ 𝐴(𝐶𝑟) 

имеет место следующая оценка 
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∫ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2 + 𝑢𝑡

2

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ 𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 + 2𝜙(0 − 𝑡) ×

𝐶𝑟

 

× ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑡
2𝑛

𝑖=1 )𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ (1 + 2(𝑛 + 1)𝑞(𝑇)) ⋅ ∫ (𝐿0𝑢)2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

,                 (2.1) 

где 𝑞(𝑇) = 𝑠𝑢𝑝
[−𝑇,0]

𝜙′(𝑧). 

Доказательство. Сделаем преобразование координат 𝑦𝑖 =
𝑥𝑖

𝜔𝑖
−1(𝑅)

, 𝑖 =

1, . . . , 𝑛, 𝜏 = 𝑡. Пусть 𝑢̃(𝑦, 𝜏) и 𝐶̃𝑟 образы функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и цилиндра 𝐶𝑟 

соответственно. Ясно, что оператор 𝐿0  перейдет в оператор 

𝐿̃0 = ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)
𝑅2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1

𝜕2

𝜕𝑦𝑖
2 + 𝜙(0 − 𝑡)

𝜕2

𝜕𝜏2 −
𝜕

𝜕𝜏
. 

Согласно Лемме 2.1 для любого 𝜉 ∈ 𝐸𝑛, 𝑐1.1|𝜉|2 ≤ ∑
𝑅2⋅𝜆𝑖(𝑥′,𝑡′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1 ⋅ 𝜉2 ≤

𝑐1.2 ⋅ |𝜉|2. Тогда 𝐿̃0 является равномерно параболическим оператором в 𝐶̃𝑟. 

Имеем 

𝐼 = ∫ (𝐿̃0𝑢̃)
2

𝑑𝑦𝑑𝜏
𝐶̃𝑟

= ∫ (∑
𝑅2 ⋅ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

)
𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 + 

+2 ∫ 𝜙(0 − 𝜏)
𝜕2𝑢̃

𝜕𝜏2
⋅ ∑

𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 − 

−2 ∫
𝜕𝑢̃

𝜕𝜏
⋅ ∑

𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 + ∫ 𝜙2(0 − 𝜏) (
𝜕2𝑢̃

𝜕𝜏2 )
𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 + 

+ ∫ (
𝜕𝑢̃

𝜕𝜏
)

2

𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 − 2 ∫ 𝜙(0 − 𝜏)
𝜕2𝑢̃

𝜕𝜏2
⋅

𝜕𝑢̃

𝜕𝜏𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 = 

= 𝑖1 + 𝑖2 + 𝑖3 + 𝑖4 + ∫ 𝜙2(0 − 𝜏)𝑢̃𝜏𝜏
2

𝐶̃𝑟
𝑑𝑦𝑑𝜏 + ∫ 𝑢̃𝜏

2
𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏.            (2.2) 

Очевидно, что 

𝑖1 = ∫ (∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

)
𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏

= ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅
𝑅2𝜆𝑗(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑗
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖𝑖 ⋅ 𝑢̃𝑗𝑗𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟

= 

= ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥′,𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅
𝑅2𝜆𝑗(𝑥′,𝑡′)

(𝜔𝑗
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖𝑗
2 𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟
≥ 𝑐1.1

2 ⋅ ∫ ∑ 𝑢̃𝑖𝑗
2 𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟
;         (2.3) 

Пусть 𝑢̃𝑖𝑖(𝑦, 𝑡′ − 𝑟2𝑅2) = 0и 𝜙(0 − 𝑡 ′) = 0. Тогда  



Н.Р. АМАНОВА: НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ПЕРВОЙ … 

224 
 

𝑖2 = 2 ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝜙′(0 − 𝜏)𝑢̃𝑖𝑖𝑢̃𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟

− ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝜙(0 − 𝜏)𝑢̃𝑖𝑖𝜏 ⋅ 𝑢̃𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

≥ 

= − ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝜙′(0 − 𝜏)𝑢̃𝑖𝑖
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

− ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝜙′(0 − 𝜏)𝑢̃𝜏
2𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

+ 

+2 ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝜙(0 − 𝜏)𝑢̃𝑖𝜏
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

≥ 

≥ − ∫ 𝜙′(0 − 𝜏) ⋅ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅
𝑅2𝜆𝑗(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑗
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖𝑗
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟

− 

−𝑞 ⋅ 𝑛 ⋅ 𝑐1.2 ⋅ ∫ 𝑢̃𝜏
2𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶̃𝑟

+ 2𝑐1.1 ⋅ ∫ 𝜙(0 − 𝜏) ⋅ ∑ 𝑢̃𝑖𝜏
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

≥ 

−𝑞 ⋅ 𝑐1.2
2 ⋅ ∫ ∑ 𝑢̃𝑖𝑗

2 𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛
𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟

− 𝑞𝑛𝑐1.2 ⋅ ∫ 𝑢̃𝜏
2𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶̃𝑟
+ 2𝑐1.1 ∫ 𝜙(0 − 𝜏) ⋅

𝐶̃𝑟

∑ 𝑢̃𝑖𝜏
2 𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛

𝑖=1 ;  (2.4) 

𝑖3 = −2 ∫ 𝑢̃𝜏 ⋅ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 𝑢̃𝑖𝑖𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

= 

= 2 ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖 ⋅ 𝑢̃𝑖𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

= ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ (𝑢̃𝑖
2)

𝜏
𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

= 

= ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥′,𝑡′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖
2(𝑦, 𝑡 ′)𝑑𝑦𝑛

𝑖=1𝐸̃𝑅
𝑥′(𝑟)

≥ 0,                               (2.5) 

где 𝐸̃𝑅
𝑥′

- образ эллипсоида 𝐸𝑅
𝑥′

.  

𝑖4 = −2 ∫ 𝜙(0 − 𝜏)𝑢̃𝜏𝜏
𝐶̃𝑟

⋅ 𝑢̃𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏 = − ∫ 𝜙(0 − 𝜏) ⋅ (𝑢̃𝜏
2)𝜏

𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 ≥ 

≥ − ∫ 𝜙′(0 − 𝜏)𝑢̃𝜏
2

𝐶̃𝑟
𝑑𝑦𝑑𝜏 ≥ −𝑞 ∫ 𝑢̃𝜏

2
𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏.                        (2.6) 

Подставляя соотношения (2.3)-(2.6) в равенство (2.2), мы получаем 

неравенство  

𝐼 ≥ (𝑐1.1
2 − 𝑞 ⋅ 𝑐1.2

2 ) ⋅ ∫ ∑ 𝑢̃𝑖𝑗
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟

+ ∫ 𝜙2(0 − 𝜏)𝑢̃𝜏𝜏
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶̃𝑟

+ 

+(1 − 𝑞𝑛𝑐1.2 − 𝑞) ⋅ ∫ 𝑢̃𝜏
2𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶̃𝑟
+ 2𝑐1.1 ∫ 𝜙(0 − 𝜏) ⋅ ∑ 𝑢̃𝑖𝜏

2 𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛
𝑖=1𝐶̃𝑟

. 
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Возвращаясь к переменным (𝑥, 𝑡), заключаем 

(𝑐1.1
2 − 𝑞 ⋅ 𝑐1.2

2 ) ⋅ ∫ ∑ (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
⋅

𝜔𝑗
−1(𝑅)

𝑅
)

2

𝑢𝑖𝑗
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶𝑟

+ 

+ ∫ 𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟

+ (1 − 𝑞𝑛𝑐1.2 − 𝑞) ∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶𝑟

+ 

+2𝑐1.1 ∫ 𝜙(0 − 𝑡) ∑ (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
)

2

⋅ 𝑢𝑖𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡𝑛

𝑖=1𝐶𝑟
≤ ∫ (𝐿0𝑢)2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
.            (2.7) 

Теперь достаточно применит лемму 2.1. Имеем 

𝐼 ≥ (1 − 𝑞(𝑇)) ∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶𝑟

+ (1 − (𝑛 + 1)𝑞(𝑇)) ∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟

+ 

+ ∫ 𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
+ 2 ∫ 𝜙(0 − 𝑡) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑡

2 𝑑𝑥𝑑𝑡𝑛
𝑖=1𝐶𝑟

.            (2.8) 

Выберем 𝑇1 настолько малым, что (𝑛 + 2)𝑞(𝑇1) ≤
1

2
. Тогда для 𝑇 ≤ 𝑇1 

1

1−(𝑛+1)𝑞(𝑇)
≤ 1 +

(𝑛+1)𝑞(𝑇)

1−(𝑛+2)𝑞(𝑇)
≤ 1 + 2(𝑛 + 1)𝑞(𝑇).          (2.9) 

Требуемая оценка (2.1) следует из (2.8)-(2.9). 

Лемма 2.2 доказана. 

Замечание 2.1. Если функция 𝜙(𝑧) удовлетворяет условиям (1.5), то 

при 𝑇 ≤ 𝑇1, 𝜏 ∈ [0,1] для любой функции𝑢 ∈ 𝐴(𝐶𝑟), имеет место следующая 

оценка 

∫ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2 + 𝑢𝑡

2

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ 𝑢𝑡𝑡
2 + 𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡

2 + 2𝜙(0 − 𝑡)
𝐶𝑟

⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑡
2

𝑛

𝑖=1

) 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 

≤ (1 + 2(𝑛 + 2)𝑞(𝑇)) ⋅ ∫ (𝐿0𝑢 −
𝜏

𝑇
)

2
𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
. 

Доказательство. Очевидно, достаточно рассмотреть случай 𝜏 > 0. 

Через 𝜇′ обозначим
𝜏

𝑇
. Имеет неравенство 

𝐼1 = ∫ (𝐿0𝑢 − 𝜇′𝑢)
2

𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

= ∫ (𝐿0𝑢)2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

+ (𝜇′)
2

∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

− 2𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ 𝐿0𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

= 

= ∫ (𝐿0𝑢)2𝑑𝑥
𝐶𝑟

+ (𝜇′)
2

∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

− 2𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)𝑢𝑖𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

+ 2𝜇′

⋅ ∫ 𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

− 
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−2𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ 𝜙(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

≥ (1 − 𝑞(𝑇)) ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

+ 

+(1 − (𝑛 + 1)𝑞(𝑇)) ⋅ ∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟

+ ∫ 𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟

+ 2 ∫ 𝜙(0 − 𝑡) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑡
2

𝑛

𝑖=1

𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

+ 

+(𝜇′)
2

∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

− 2𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)𝑢𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
+ 2𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
−

2𝜇′ ⋅ ∫ 𝜙(0 − 𝑡)𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

. 

Но с другой стороны 

−2𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)𝑢𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
= 2𝜇′ ⋅ ∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
≥ 2𝜇′ ⋅

𝑐1.1 ⋅ ∫ (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
) 𝑢𝑖

2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

≥ 0; 

2𝜇′ ∫ 𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

= 𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢2|
𝑡 ′−𝑅2𝑟2
𝑡 ′ 𝑑𝑥

𝐸𝑅
𝑥′(𝑟)

= 𝜇′ ⋅ ∫ 𝑢2(𝑥, 𝑡 ′)𝑑𝑥
𝐸𝑅

𝑥′(𝑟)
≥ 0. 

Кроме того, для любого 𝛼 > 0 выполнено неравенство 

−2𝜇′ ⋅ ∫ 𝜙(0 − 𝑡)𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

= 2𝜇′ ∫ 𝜙(0 − 𝑡)𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟

− 2𝜇′ ∫ 𝜙′(0 − 𝑡)𝑢𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

≥ 

≥ −2𝜇′𝑞(𝑇) ⋅ ∫ |𝑢| ⋅ |𝑢𝑡|𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

≥ −𝜇′𝛼𝑞 ∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
− 𝜇′𝛼−1𝑞 ∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
. 

Выбигая 𝛼 = (𝜇′)−1 и принимая во внимание что 𝑞(𝑇) ≤ 1, получаем 

неравенство 

𝐼1 ≥ (1 − 𝑞(𝑇)) ⋅ ∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

+ ∫ 𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟

+ 

+(1 − (𝑛 + 2)𝑞) ∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
+ 2 ∫ 𝜙(0 − 𝑡) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛

𝑖=1 𝑢𝑖𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
, 

что влечет за собой требуемое неравенство. 

Ниже, если это не оговороно особо, мы ограничимся рассмотрением 

наиболее интересного случая, когда 𝜙(𝑧) > 0 при 𝑧 > 0. Если 𝜙(𝑧) ≡ 0, то 

уравнение (1.1) является параболическим, a соответствующий результат о 

разрешимости первой краевой задачи был получен в [1, 2]. Если 𝜙(𝑧) = 0 при 

𝑧 ∈ [−𝑇, 𝑧0], тогда решение задачи (1.1)-(1.2) получается посредством 

склейки решения 𝑢(𝑥, 𝑡) этой задачи в цилиндре 𝑄𝑧0  и решения 𝜗(𝑥, 𝑡) первой 

краевой задачи для параболического уравнения в цилиндре 𝛺 × (𝑧0, 0) с 

граничными условиями 𝜗(𝑥, 𝑧0) = 𝑢(𝑥, 𝑧0), 𝜗 |
𝜕𝛺×[𝑧0,0]

= 0. 

Зафиксируем произвольное 𝜀 ∈ (−𝑇, 0) и введем функцию𝜙𝜀(𝑧) 

следующим образом:  
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𝜙𝜀(𝑧) = {𝜙(𝜀) −
𝜙′(𝜀) ⋅ 𝜀

𝑚
+

𝜙′(𝜀)

𝑚𝜀𝑚−1
⋅ 𝑧𝑚при𝑧 ∈ [−𝑇, 𝜀),

𝜙(𝜀)при𝑧 ∈ [𝜀, 0],

 

где 𝑚 = 2𝛽1
−1. Очевидно, что 𝜙𝜀(𝑧) ∈ 𝐶1[−𝑇, 0].   Доказано, что при 𝑧 ∈

[−𝑇, 0] (см. [2]) 

𝜙𝜀(𝑧) ≥
1

2
𝜙(𝑧).                                          (2.10) 

Без ограничения общности предположим, что 𝑚 > 1.  Тогда (см. [2]) 

𝑞𝜀(0) = 𝑠𝑢𝑝
[−𝑇,0]

𝜙𝜀
′ (𝑧) ≤ 𝑞(0).                                  (2.11) 

Теперь определим оператор 

𝐿𝜀 = ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)
𝜕2

𝜕𝑥𝑖
2

𝑛
𝑖=1 + 𝜙𝜀(0 − 𝑡)

𝜕2

𝜕𝑡2 −
𝜕

𝜕𝑡
. 

Лемма 2.3. Пусть функция c удовлетворяет условиям (1.5). Тогда для 

любой функции 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐴(𝐶𝑟) при 𝑇 ≤ 𝑇1 имеет место следующая оценка 

∫ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ 𝑢𝑡
2 + 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2

𝐶𝑟

+ 2𝜙𝜀(0 − 𝑡) ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

𝑢𝑡𝑡
2 ) 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 

+(1 + 2(𝑛 + 1)𝑞(𝑇)) ⋅ ∫ (𝐿𝜀𝑢)2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

.                             (2.12) 

Доказательство. Сделаем преобразование координат 𝑦𝑖 =
𝑥𝑖𝑅

𝜔𝑖
−1(𝑅)

, 𝑖 =

1, . . . , 𝑛, 𝜏 = 𝑡. Пусть 𝑢̃(𝑦, 𝜏) и 𝐶̃𝑟 образы функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и цилиндра 𝐶𝑟 

соответственно. Ясно, что оператор 𝐿̃𝜀, 

𝐿̃𝜀 = ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2

𝜕𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ 𝜙𝜀(0 − 𝜏)
𝜕2

𝜕𝜏2
−

𝜕

𝜕𝜏
 

является равномерно параболическим оператором в 𝐶̃𝑟. Имеем 

∫ (𝐿̃𝜀𝑢̃)
2

𝑑𝑦𝑑𝜏
𝐶̃𝑟

= ∫ (∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑦𝑖
2

𝑛

𝑖=1

)
𝐶̃𝑟

2

𝑑𝑦𝑑𝜏

+ 2 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏)
𝜕2𝑢̃

𝜕𝜏2
⋅ ∑

𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑦𝑖
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

− 

−2 ∫
𝜕𝑢̃

𝜕𝜏
⋅ ∑

𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝜕2𝑢̃

𝜕𝑦𝑖
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

+ ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝜏) (

𝜕2𝑢̃

𝜕𝜏2 )

2

𝑑𝑦𝑑𝜏
𝐶̃𝑟

+ 

+ ∫ (
𝜕𝑢̃

𝜕𝜏
)

𝐶̃𝑟

2
𝑑𝑦𝑑𝜏 − 2 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏)

𝜕2𝑢̃

𝜕𝜏2 ⋅
𝜕𝑢̃

𝜕𝜏
𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶̃𝑟
.                         (2.13) 

Но с другой стороны 
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2 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏)𝑢̃𝜏𝜏 ⋅ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 𝑢̃𝑖𝑖𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

= −2 ∫ ∑ (
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝜙𝜀(0 − 𝜏)𝑢̃𝑖𝑖)

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

𝜏

⋅ 𝑢̃𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏 = 

= 2 ∫ 𝜙𝜀
′ (0 − 𝜏) ⋅ ∑

𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖𝑖 ⋅ 𝑢̃𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

− ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏) ⋅ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

⋅ 𝑢̃𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏 ≥ 

≥ − ∫ 𝜙𝜀
′ (0 − 𝜏) ⋅ ∑

𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖𝑖
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

− ∫ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝜙𝜀
′ (0 − 𝜏)𝑢̃𝜏

2

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 + 

+2 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏) ⋅ ∑
𝑅2𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2 ⋅ 𝑢̃𝑖𝜏
2 𝑑𝑦𝑑𝜏

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

≥ −𝑞𝜀(𝑇)𝑐1.2
2 ∫ ∑ 𝑢̃𝑖𝑗

2

𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏 − 

−𝑞𝜀(𝑇)𝑛 ⋅ 𝑐1.2 ∫ 𝑢̃𝜏
2

𝐶̃𝑟
𝑑𝑦𝑑𝜏 + 2𝑐1.1 ⋅ ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏) ⋅ ∑ 𝑢̃𝑖𝜏

2 𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛
𝑖=1𝐶̃𝑟

.                 (2.14) 

Аналогично 

−2 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏) ⋅ 𝑢̃𝜏𝜏 ⋅ 𝑢̃𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏
𝐶̃𝑟

= − ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝜏)(𝑢̃𝜏
2)𝜏𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶̃𝑟

≥ 

≥ − ∫ 𝜙′(0 − 𝜏)𝑢̃𝜏
2𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶̃𝑟
≥ −𝑞𝜀(𝑇) ∫ 𝑢̃𝜏

2
𝐶̃𝑟

𝑑𝑦𝑑𝜏.                         (2.15) 

Возвращаясь к переменным (𝑥, 𝑡) и применяя лемму 2.1, имеем 

∫ (𝐿𝜀𝑢)2𝑑𝑦𝑑𝜏
𝐶𝑟

≥ (1 − 𝑞𝜀(𝑇)) ∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶𝑟

+ (1 − (𝑛 + 1)𝑞𝜀(𝑇)) ⋅ ∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟

+ 

+ ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡

2 𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

+ 2 ∫ 𝜙(0 − 𝑡) ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑡
2𝑛

𝑖=1 𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

.                 (2.16) 

Теперь, используя неравенства (2.9) и (2.11) и действую аналогично 

доказательствуству леммы 2.2, из (2.16) получим требуемую оценку (2.12).  

Лемма 2.3 доказана. 

Пусть 

𝛿 = 𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|
𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑚
− 1| + 



PROCEEDINGS OF IAM, V.13, N.2, 2024 

 

229 

 

+𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

√2 ⋅ ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)𝜆𝑗(𝑥,𝑡)𝑖<𝑗 + ∑ (
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
−

𝑔(𝑥,𝑡)

𝑚
)

2
𝑛
𝑖=1 , 

где 𝑔(𝑥, 𝑡) = ∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 , постоянную 𝑚 > 0 выберем позже. 

Лемма 2.4. Если коэффициенты оператора 𝐿 удовлетворяют условиям 

(1.3), (1.5) и, более того 𝛿 < 1, то существует 𝑇2(𝜙, 𝛿, 𝑛) такое, что при 𝑇 ≤ 𝑇2 

для любой функции 𝑢 ∈ 𝐴(𝐶𝑟) имеет место следующая оценка: 

𝐽 = ∫ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ 𝑢𝑡
2

𝐶𝑟

+ 𝜙2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 + 

+2𝜙(0 − 𝑡) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛
𝑖=1 𝑢𝑖𝑡

2 )𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝑐2.1(𝜙, 𝛿, 𝑛) ∫ (𝐿𝑢)2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

.         (2.17) 

Доказательство. Предполагая, что 𝑇 ≤ 𝑇1, из леммы 2.2 получаем 

неравенство 

𝐽1/2 ≤ 𝑐2.2‖𝐿0𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟) ≤ 𝑐2.2‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟) + 𝑐2.2‖(𝐿 − 𝐿0)𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟),         (2.18) 

где 𝑐2.2 = [1 + 2(𝑛 + 1)𝑞(𝑇)]1/2. С  другой стороны 

𝐿𝑢 =
𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑚
⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖𝑖 + 

+ ∑ (𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) − 𝛿𝑖𝑗
𝑔(𝑥,𝑡)

𝑚
𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)) 𝑢𝑖𝑗

𝑛
𝑖=1 + 𝜙(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑡, 

где 𝛿𝑖𝑗 символ Кронекера. Следовательно 

𝐿𝑢 − 𝐿0𝑢 = (
𝑔(𝑥,𝑡)

𝑚
− 1) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)𝑛

𝑖=1 𝑢𝑖𝑖 + ∑ (𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡) −𝑛
𝑖=1

𝛿𝑖𝑗
𝑔(𝑥,𝑡)

𝑚
𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)) 𝑢𝑖𝑗. 

Таким образом 

 
 

 





 1
,

sup
2

0
m

txg
uLL

r
r

C
CL

+ 𝑠𝑢𝑝
𝐶𝑟

√2 ⋅ ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)𝜆𝑗(𝑥,𝑡)𝑖<𝑗 + ∑ (
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
−

𝑔(𝑥,𝑡)

𝑚
)

2
𝑛
𝑖=1 } (∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗

2𝑛
𝑖,𝑗=1𝐶𝑟

𝑑𝑥𝑑𝑡)
1/2

. 

Здесь предполагаем ∑
𝜆𝑖(𝑥′,𝑡′)

√𝜆𝑖(𝑥,𝑡)𝜆𝑗(𝑥,𝑡)

𝑛
𝑖,𝑗=1 = 1. Из последнего неравенства 

и (2.18), получаем неравенство 

𝐽1/2 ≤ 𝑐2.2‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟) + 𝛿 ⋅ 𝑐2.2 ⋅ (∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗
2𝑛

𝑖,𝑗=1𝐶𝑟
𝑑𝑥𝑑𝑡)

1/2
.       

(2.18) 

Так как 𝛿 < 1, существует 𝑇′(𝜙, 𝛿, 𝑛) такое, что 𝛿(1 + 2(𝑛 +

2)𝑞(𝑇′))
1/2

≤
1+𝛿

2
< 1. Теперь зафиксируем 𝑇2 = 𝑚𝑖𝑛(𝑇1, 𝑇′). При 𝑇 ′ ≤ 𝑇2 из 

(2.19) следует требуемая оценка (2.17). 
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Замечание 2.2.  Из замечания 2.1 следует, что если коэффициенты 

оператора 𝐿 удовлетворяют условиям (1.3), (1.5), и более того, 𝛿 < 1, то при 

𝑇 ≤ 𝑇2, 𝜏 ∈ [0,1] для любой функции 𝑢 ∈ 𝐴(𝐶𝑟) выполняется следующая 

оценка 𝐽 ≤ 𝑐2.1 ∫ (𝐿𝑢 −
𝜏

𝑇
𝑢)

2
𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐶𝑟
. 

Замечание 2.3. Условие (1.3) в доказательстве леммы 2.4 не 

использовалось. Действительно оно следует из условия 𝛿 < 1. Пусть 𝛿 < 1, 

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶𝑟 и 𝜉 ∈ 𝐸𝑛. Имеем  

∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

= ∑ (
𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

√𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)
−

𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑚
𝛿𝑖𝑗

𝜆𝑖(𝑥′, 𝑡′)

√𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)
)

𝑛

𝑖,𝑗=1

×

× √𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗 + (
𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑚
− 1) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)𝜉𝑖

2

𝑛

𝑖=1

+ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)𝜉𝑖
2

𝑛

𝑖=1

≥ 

≥ −𝑠𝑢𝑝
𝐶𝑟

√2 ⋅ ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)
𝑖<𝑗

+ ∑ (
𝑎𝑖𝑖(𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

−
𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑚
)

2

} ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2𝜉𝑗

2

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

− 

−𝑠𝑢𝑝
𝐶𝑟

|
𝑔(𝑥, 𝑡)

𝑚
− 1| ⋅ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖

2𝜉𝑗
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

+ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2𝜉𝑗

2

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

= 

= (1 − 𝛿) ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2𝑛

𝑖=1 . 

Неравенство ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗
𝑛
𝑖,𝑗=1 ≤ (1 + 𝛿) ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖

2𝑛
𝑖=1  доказывается 

аналогично. Очевидно, что при 𝑛 = 1 условия (1.3) и 𝛿 < 1 эквивалентны в 

точностью до несингулярного линейного преобразования. Аналогичный 

результат имеет место при 𝑛 = 2, если след матрицы ‖𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖ постоянен в 

𝑄𝑇. Заменим условие (1.3) на более слабое, а именно, предположим, что 

𝑖𝑛𝑓
𝑄𝑇

∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 = 𝛾 > 0.                                      (2.20) 

Действительно, пусть (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 и 𝜉 ∈ 𝐸𝑛, имеем  
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𝛾 ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2

𝑛

𝑖=1

≤ ( ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

⋅ (∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2𝜉𝑗

2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

= 

= ∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 ⋅ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖

2𝑛
𝑖=1 . 

Равенство 𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 = 𝛾−1 доказывается аналогично. 

Лемма 2.5. Если (2.20) выполнено, то условие 𝛿 < 1 с точностью до 

несингулярного линейного преобразования следует из условия Кордеса (1.4). 

Доказательство. Пусть 𝑝 = 𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

𝑔(𝑥, 𝑡). Проведем линейное 

преобразование координат 𝑦𝑖 =
𝑥𝑖

√𝑝
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; 𝜏 = 𝑡. Тогда, если  𝑎𝑖𝑗(𝑦, 𝜏)- 

коэффициенты образа оператора 𝐿 при таком преобразовании, то 𝑎𝑖𝑗(𝑦, 𝜏) =

𝑝−1 ⋅ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡). Обозначим 𝑖𝑛𝑓
𝑄𝑇

𝑔(𝑥, 𝑡)/𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

𝑔(𝑥, 𝑡) через 𝑒, 𝑝−1𝑔(𝑥, 𝑡) через 

𝑔(𝑦, 𝜏). Пусть, далее 𝑚 = 1 при 𝑛 = 1, 𝑚 = 𝑛 − 𝑒2 при 𝑛 > 1. Очевидно, что, 

если 𝑛 = 1 и условие (2.20) выполнено, то оба условия 𝛿 < 1 и (1.4) 

эквивалентны. Если 𝑛 > 1, то 𝑔(𝑦, 𝜏) ≤ 𝑚 следовательно 

𝑠𝑢𝑝
𝑄̃𝑇

|
𝑔(𝑦,𝜏)

𝑚
− 1| = 1 −

1

𝑚
⋅ 𝑖𝑛𝑓

𝑄̃𝑇

𝑔(𝑦, 𝜏),                            (2.21) 

где 𝑄̃𝑇 - образ цилиндра 𝑄𝑇. Тогда 

𝑠𝑢𝑝
𝑄̃𝑇

√2 ⋅ ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑦, 𝜏)

𝜆𝑖(𝑦, 𝜏)𝜆𝑗(𝑦, 𝜏)
𝑖<𝑗

+ ∑ (
𝑎𝑖𝑖(𝑦, 𝜏)

𝜆𝑖(𝑦, 𝜏)
−

𝑔(𝑦, 𝜏)

𝑚
)

2𝑛

𝑖=1

≤ 

≤ 𝑠𝑢𝑝
𝑄̃𝑇

𝑔(𝑦, 𝜏) ⋅ 𝑠𝑢𝑝
𝑄̃𝑇

√2 ⋅ ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑦,𝜏)

𝜆𝑖(𝑦,𝜏)𝜆𝑗(𝑦,𝜏)
𝑛
𝑖,𝑗=1 /𝑔2(𝑦, 𝜏) +

𝑛−2𝑚

𝑚2 .            (2.22) 

Из (2.21) и (2.12)) заключаем, что условие 𝛿 < 1выполняется, если 

1 −
1

𝑚
𝑖𝑛𝑓
𝑄̃𝑇

𝑔(𝑦, 𝜏) + 𝑠𝑢𝑝
𝑄̃𝑇

𝑔(𝑦, 𝜏) × 

× 𝑠𝑢𝑝
𝑄̃𝑇

√2 ⋅ ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑦,𝜏)

𝜆𝑖(𝑦,𝜏)𝜆𝑗(𝑦,𝜏)
𝑛
𝑖,𝑗=1 /𝑔2(𝑦, 𝜏) +

𝑛−2𝑚

𝑚2 < 1, 

т.е. 

𝑠𝑢𝑝
𝑄̃𝑇

∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑦,𝜏)

𝜆𝑖(𝑦,𝜏)𝜆𝑗(𝑦,𝜏)
𝑛
𝑖,𝑗=1 /𝑔2(𝑦, 𝜏) <

𝑒2+2𝑚−𝑛

𝑚2 .                   (2.23) 

Но (2.23) эквивалентно условию (1.4). Лемма 1.2.5 доказана. 

Лемма 2.6. Если коэффициенты оператора 𝐿 удовлетворяют условиям 

(2.20) (1.4) и (1.5), то при 𝑇 ≤ 𝑇2 для любой функции 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐴(𝐶𝑟) 

выполняется следующая оценка: 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝑟) ≤ 𝑐2.3(𝜙, 𝜎, 𝑛) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟).                             (2.24) 
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Доказательство. Достаточно показать следующее: для любой функции 

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐴(𝐶𝑟)справедлива оценка∫ 𝑢2
𝐶𝑟

𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝑐2.4(𝑛) ⋅

∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
2𝑛

𝑖=1𝐶𝑟
𝑑𝑥𝑑𝑡, 

∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
2𝑛

𝑖=1𝐶𝑟
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝑐2.5(𝑛) ⋅ ∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑗

2𝑛
𝑖,𝑗=1𝐶𝑟

𝑑𝑥𝑑𝑡. 

С этой целью сделаем такое же преобразование координат, как и в 

доказательстве Леммы 2.2. Пусть 𝐶𝑟
0 параллелепипед {(𝑦, 𝜏) | |𝑦𝑖 − 𝑦𝑖

′| ≤

𝑟𝑅, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛; 𝑡′ − 𝑟2𝑅2 < 𝜏 < 𝑡′} где 𝑦′ образ точки 𝑥′. Продолжим 

функцию  𝑢̃(𝑦, 𝜏) нулем в 𝐶𝑟0\𝐶̃𝑟 и обозначим продолженную функцию вновь 

через 𝑢̃(𝑦, 𝜏). Пусть 𝑦″ = (𝑦2, . . . , 𝑦𝑛), 𝑦1 ∈ (𝑦1
′ − 𝑟𝑅, 𝑦1

′ + 𝑟𝑅), 𝜏 ∈

(𝑡′ − 𝑟2𝑅2, 𝑡′). Имеем 𝑢̃(𝑦1, 𝑦″, 𝜏) = ∫ 𝑢̃1(𝑧, 𝑦″, 𝜏)𝑑𝑧
𝑦1

𝑦1
′ −𝑟𝑅

, т.е.  

𝑢̃2(𝑦1, 𝑦″, 𝜏) ≤ (𝑦1 − 𝑦1
′ + 𝑟𝑅) ⋅ ∫ 𝑢̃1

2(𝑧, 𝑦″, 𝜏)𝑑𝑧
𝑦1

𝑦1−𝑟𝑅
≤ 2𝑟𝑅 ⋅

∫ 𝑢̃1
2(𝑧, 𝑦″, 𝜏)𝑑𝑧

𝑦1
′ +𝑟𝑅

𝑦1
′ −𝑟𝑅

. 

Интегрируя последнее неравенство по 𝐶𝑟
0, получаем 

∫ 𝑢̃2𝑑𝑦𝑑𝜏
𝐶𝑟

0 ≤ 4𝑟2𝑅2 ⋅ ∫ 𝑢̃1
2𝑑𝑦𝑑𝜏

𝐶𝑟
0 ≤ 4 ⋅ ∫ ∑ 𝑢̃𝑖

2𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛
𝑖=1𝐶𝑟

0 . 

Таким образом ∫ 𝑢̃2𝑑𝑦𝑑𝜏
𝐶̃𝑟

≤ 4 ∫ ∑ 𝑢̃𝑖
2𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟
. Аналогичным образом 

выводим ∫ ∑ 𝑢̃𝑖
2𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛

𝑖=1𝐶̃𝑟
≤ 4 ∫ ∑ 𝑢̃𝑖𝑗

2 𝑑𝑦𝑑𝜏𝑛
𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟

. Возвращаясь к переменным 

(𝑥, 𝑡), получаем 

∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐶𝑟

≤ 4 ∫ ∑ (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
)

2

𝑢𝑖
2𝑑𝑥𝑑𝑡𝑛

𝑖=1𝐶𝑟
≤ 16 ∫ ∑ (

𝜔𝑖
−1(𝑅)

𝑅
)

2

⋅𝑛
𝑖,𝑗=1𝐶̃𝑟

(
𝜔𝑗

−1(𝑅)

𝑅
)

2

𝑢𝑖𝑗
2 𝑑𝑥𝑑𝑡. 

Теперь достаточно применить лемму 2.1 и требуемая оценка (2.24) 

доказана. 

Лемма 2.7. Если коэффициенты оператора 𝐿 удовлетворяют условиям 

(2.20), (1.4) и (1.5), тогда существует 𝑇3(𝜙, 𝛿, 𝑛) такое, что при 𝑇 ≤ 𝑇3 и 

любом 𝜀 > 0 для любой функции 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐴(𝐶𝑟) выполняется следующая 

оценка 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶𝑟

′ ) ≤ 𝑐2.6(𝜙, 𝜎, 𝑛) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟) + 𝜀 ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝑟) +

𝑐2.7(𝜙,𝜎,𝑛)

𝜀𝑟2𝑅2
‖𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟).(2.25) 

Доказательство. Зафиксируем произвольное 𝜀 > 0. Пусть 𝜉(𝑥) ∈

𝐶0
∞ (𝐸𝑅

𝑥′
(𝑟)), 0 ≤ 𝜉(𝑥) ≤ 1, 𝜉(𝑥) = 1  в 𝐸𝑅

𝑥′
(

𝑟

2
), 𝜉(𝑥) = 0 вне 𝐸𝑅

𝑥′
(

3𝑟

4
) и 

|𝜉𝑖| ≤
𝑐2.8(𝑛)

𝑟⋅𝜔𝑖
−1(𝑅)

, |𝜉𝑖| ≤
𝑐2.8

𝑟2⋅𝜔𝑖
−1(𝑅)𝜔𝑗

−1(𝑅)
, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛.            (2.26) 

Ясно, что 𝑢(𝑥, 𝑡) ⋅ 𝜉(𝑥) ∈ 𝐴(𝐶𝑟). Применяя к этой функции Лемму 1.2.6, 

получаем 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶𝑟

′ ) ≤ 𝑐2.3 ⋅ ‖𝐿(𝑢 ⋅ 𝜉)‖𝐿2(𝐶𝑟).                             (2.27) 

Но с другой стороны 

𝐿(𝑢 ⋅ 𝜉) = 𝜉 ⋅ 𝐿𝑢 + 𝑢 ⋅ ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)
𝜕2𝜉

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

𝑛
𝑖,𝑗=1 + 2 ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖
⋅

𝜕𝜉

𝜕𝑥𝑗

𝑛
𝑖,𝑗=1 .    (2.28) 
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Поэтому, используя (2.26), заключаем 

|𝐿(𝑢 ⋅ 𝜉)| ≤ |𝐿𝑢| + |𝑢| ⋅
𝑐2.8

𝑟2
⋅ ∑

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜔𝑖
−1(𝑅)𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ 

+2 ⋅ ( ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑢𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

⋅ ( ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

= 

= |𝐿𝑢| + |𝑢| ⋅
𝑐2.8

𝑟2
∑

𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

√𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)
⋅

√𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)

𝜔𝑖
−1(𝑅)𝜔𝑗

−1(𝑅)

𝑛

𝑖,𝑗=1

+ 

+2 ( ∑
𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

√𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)
⋅ √𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖𝑢𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

×

× ( ∑
𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)

√𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)
⋅ √𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖𝜉𝑗

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

≤ 

≤ |𝐿𝑢| + |𝑢| ⋅
𝑐2.8

𝑟2
( ∑

𝑎𝑖𝑗
2 (𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

( ∑
𝜆𝑖(𝑥, 𝑡) ⋅ 𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
⋅ (𝜔𝑗

−1(𝑅))
2

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/2

+ 

+2 ( ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/4

⋅ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡) ⋅ 𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
2𝑢𝑗

2

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/4

× 

× ( ∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/4

⋅ ( ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡) ⋅ 𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2𝜉𝑗

2

𝑛

𝑖,𝑗=1

)

1/4

= 

= |𝐿𝑢| + |𝑢| ⋅
𝑐2.8

𝑟2
⋅ ∑

𝑎𝑖𝑖(𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

⋅ ∑
𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

+ 

+2 (∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

)

1/2

⋅ (∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

⋅ (∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥, 𝑡)

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

)

1/2

⋅ (∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝜉𝑖
2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

≤ 
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= |𝐿𝑢| + |𝑢| ⋅
𝑐2.8

𝑟2
⋅

𝑛 ⋅ 𝑐1.2

𝑅2
+

2

𝛾
⋅ (∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖

2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

⋅ (∑ 𝑐1.2 (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
)

2
𝑐2.8

2

𝑟2 ⋅ (𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

)

1/2

= 

= |𝐿𝑢| +
𝑛⋅𝑐2.8⋅𝑐1.2

𝛾𝑟2𝑅2 ⋅ |𝑢| +
2⋅𝑐2.8⋅√𝑛𝑐1.2

𝛾𝑟𝑅
⋅ √∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 . 

Учитывая последнее неравенство в (2.27), приходим к оценке 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶𝑟

′ ) ≤ 𝑐2.9(𝜙, 𝜎, 𝑛) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟) +
𝑐2.10(𝛾, 𝑛, 𝜙)

𝑟2𝑅2
⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟) + 

+
𝑐2.11⋅(𝑛,𝛾)

𝑟𝑅
⋅ ‖√∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖

2𝑛
𝑖=1 ‖

𝐿2(𝐶𝑟)

.                         (2.29) 

С другой стороны 

𝐽2 = ‖‖√∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
2

𝑛

𝑖=1

‖‖

𝐿2(𝐶𝑟)

2

= ∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑖
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑛

𝑖=1𝐶𝑟

≤ 

≤ 𝑐1.2 ∑ (
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
)

2
𝑛
𝑖=1 ⋅ 𝑢𝑖

2𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝑐1.2 ⋅ ∑ ‖
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
⋅ 𝑢𝑖‖

𝐿2(𝐶𝑟)

2
𝑛
𝑖=1 . 

Таким образом 

𝐽 ≤ √𝑐1.2 ⋅ ∑ ‖
𝜔𝑖

−1(𝑅)

𝑅
⋅ 𝑢𝑖‖

𝐿2(𝐶𝑟)

𝑛
𝑖=1 .                             (2.30) 

Сделаем ту же замену переменных, что и в доказательстве лемма 1.2.1. 

Тогда 𝐽 ≤ √𝑐1.2 ⋅ ∑ ‖𝑢̃𝑖‖𝐿2(𝐶̃𝑟)
𝑛
𝑖=1 . Согласно интерполяционному неравенству 

(см. [8]) для любого 𝜀′ ∑ ‖𝑢̃𝑖‖𝐿2(𝐶̃𝑟)
𝑛
𝑖=1 ≤ 𝜀′ ⋅ ∑ ‖𝑢̃𝑖𝑗‖

𝐿2(𝐶̃𝑟)
𝑛
𝑖,𝑗=1 +

𝑐1.12

𝜀′
‖𝑢̃‖𝐿2(𝐶̃𝑟). 

Возвращаясь к переменным (𝑥, 𝑡) и учитывая лемму 2.2, получаем 

𝑐2.11

𝑟𝑅
⋅ 𝐽 ≤

𝑐2.11 ⋅ 𝜀 ′

𝑟𝑅
⋅ ∑ ‖

𝜔𝑖
−1(𝑅)

𝑅
⋅

𝜔𝑗
−1(𝑅)

𝑅
𝑢𝑖𝑗‖

𝐿2(𝐶𝑟)

𝑛

𝑖,𝑗=1

+
𝑐2.11 ⋅ 𝑐2.13

𝑟𝑅 ⋅ 𝜀 ′
⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟)

≤ 

≤
𝜀′⋅𝑐2.11⋅𝑐2.13

𝑟𝑅⋅𝜀′
⋅ ‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝐶𝑟) +

𝑐2.11⋅𝑐2.13

𝑟𝑅⋅𝜀′
⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟).                 (2.31) 

Выберем 𝜀 ′ =
𝜀⋅𝑐1.1⋅𝑟𝑅

𝑐2.11
. Теперь требуемая оценка (2.25) следует из (2.29), 

(2.30) и (2.31) . 

Лемма 2.8. Пусть 𝐴𝑅 = 𝐶
𝑅:1+

𝑟

2
+

𝑟2

16

−(1+
𝑟2

8
)𝑅2,0

(0)\𝐶̄
𝑅:1+

𝑟

2
−

𝑟2

16

−(1−
𝑟2

8
)𝑅2,0

(0). Тогда счетной 

системой цилиндров 𝐶𝑟
′(𝑥𝜈 , 𝑡𝜈), (𝑥𝜈 , 𝑡𝜈) ∈ 𝛤 (𝐶

𝑅:1+
𝑟

2

−(1−
𝑟2

4
)𝑅2,0

(0)), 𝜈 = 1,2, . .. 

можно покрыт 𝐴𝑅. 
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Доказательство. Достаточно показать, что счетной системой 

эллипсоидов 𝐸𝑅
𝑥𝜈

(
𝑟

2
), 𝑥𝜈 ∈ 𝜕𝐸𝑅

0 (1 +
𝑟

2
), 𝜈 = 1,2, . .. можно покрыть слой 𝐴𝑟

′ =

𝐸𝑅
0 (1 +

𝑟

2
+

𝑟2

16
) \𝐸̄𝑅

0 (1 +
𝑟

2
−

𝑟2

16
). Пусть 𝑥 ∈ 𝐴𝑟

′ . Не теряя в общности, можно 

считать, что 𝑥1 ≠ 0. Выберем 𝜁 так, чтобы точка  𝑥𝜈(𝜁, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) 

принадлежала 𝜕𝐸𝑅
0 (1 +

𝑟

2
). Имеем 

(
𝜁2

(𝜔1
−1(𝑅))

2 + ∑
𝑥𝑖

2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1 )

1/2

= 1 +
𝑟

2
, 

1 +
𝑟

2
−

𝑟2

16
< (∑

𝑥𝑖
2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1 )

1/2

< 1 +
𝑟

2
+

𝑟2

16
. 

Отсюда следует, что такое 𝜁 существует. Будем считать, что sign𝑥1 =
sign𝜁. Пусть для определенности  |𝑥1| ≥ |𝜁|. Тогда 

𝑥1
2 − 𝜁2

(𝜔1
−1(𝑅))

2 = ∑
𝑥𝑖

2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

− (
𝜁2

(𝜔1
−1(𝑅))

2 + ∑
𝑥𝑖

2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2

𝑛

𝑖=1

) ≤ 

≤ (1 +
𝑟

2
−

𝑟2

16
)

2

− (1 +
𝑟

2
)

2
=

𝑟2

16
⋅ (2 + 𝑟 +

𝑟2

16
)

2

<
𝑟2

4
. 

С другой стороны𝑥1
2 − 𝜁2 ≥ (𝑥1 − 𝜁)2. Поэтому 

(∑
(𝑥𝑖−𝑥𝑖

𝜈)
2

(𝜔𝑖
−1(𝑅))

2
𝑛
𝑖=1 )

1/2

= (
(𝑥1−𝜁)2

(𝜔1
−1(𝑅))

2)

1/2

≤ (
𝑥1

2−𝜁2

(𝜔1
−1(𝑅))

2)

2

<
𝑟

2
, 

и Лемма 1.2.8 доказана. 

Лемма 2.9. Пусть 𝐴𝑅0
⊂ 𝑄𝑇 и для 𝑚 = 1,2, . .., 𝑅𝑚 = 𝑅0 ⋅ 𝑎𝑚, где числа 𝑎 

таково, что 𝑚𝑎𝑥 {
𝛼

𝛽
, √

1−𝑟2/8

1+𝑟2/8
} < 𝑎 < 1. Тогда 𝐶

𝑅:1+
𝑟

2
+

𝑟2

16

−(1+
𝑟2

8
)𝑅0

2,0
(0)\{(0,0)} ⊂

⋃ 𝐴𝑅𝑚

∞
𝑚=0 .  

Доказательство. Достаточно показать, что для 𝑚 = 0,1,2, . .. 

𝐸𝑅𝑚

0 (1 +
𝑟

2
−

𝑟2

16
) ⊂ 𝐸𝑅𝑚+1

0 (1 +
𝑟

2
+

𝑟2

16
),                     (2.32) 

(1 −
𝑟2

8
) 𝑅𝑚

2 < (1 +
𝑟2

8
) 𝑅𝑚+1

2 .                              (2.33) 

Включение (2.32) эквивалентно тому, что для 𝑚 = 0,1,2, . .. и 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 

(1 +
𝑟

2
−

𝑟2

16
) ⋅ 𝜔𝑖

−1(𝑅𝑚) < (1 +
𝑟

2
+

𝑟2

16
) ⋅ 𝜔𝑖

−1(𝑅𝑚+1). Используя (1.6), 

получаем 𝛼𝑅𝑚 < 𝛽𝑅𝑚+1. Последнее неравенство выполнено, если 𝑎 =
𝑅𝑚+1

𝑅𝑚
>

𝛼

𝛽
. Неравенство (2.33) справедливо, если 𝑎 =

𝑅𝑚+1

𝑅𝑚
> √

1−𝑟2/8

1+𝑟2/8
. Тем самым 

лемма 1.2.9 доказана. 
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Замечание 2.4. Имеет место включение ⋃ 𝐶𝑟(𝑥𝜈 , 𝑡𝜈)∞
𝜈=1 ⊃ 𝐵𝑅 =

𝐶
𝑅:1+

3𝑟

2

−(1+
3𝑟2

4
)𝑅2,0

(0)\𝐶̄
𝑅:1−

𝑟

2

−(1−
𝑟2

4
)𝑅2,0

(0), причем покрытие цилиндрами 𝐶𝑟(𝑥𝜈 , 𝑡𝜈) 

имеет конечную кратность 𝑁1(𝑛, 𝑟). 

 Замечание 2.5. Имеет место включение ⋃ 𝐵𝑅𝑚

∞
𝑚=0 ⊃ 𝐶

𝑅𝑗:1+
3𝑟

2

−(1+
3𝑟2

4
)𝑅0

2,0
(0), 

причем покрытие слоями 𝐵𝑅𝑚
 имеет конечную кратность 𝑁2(𝑛, 𝑟). Пусть 

𝐶𝑅0

1 (𝑥̄, 𝑡̄) = 𝐶
𝑅0:1+

𝑟

2
+

𝑟2

16

𝑡̄−(1+
𝑟2

8
)𝑅0

2,𝑡̄
(𝑥̄), 𝐶𝑅0

2 (𝑥̄, 𝑡̄) = 𝐶
𝑅0:1+

3𝑟

2

𝑡̄−(1+
3𝑟2

4
)𝑅0

2,𝑡̄
(𝑥̄), 𝐶𝑅0

𝑖 (0,0) = 𝐶𝑅0

𝑖 , 𝑖 =

1,2. 

Лемма 2.10. Если выполнены условия (2.20), (1.4) и (1.5), то для любой 

функции 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝐶𝑅0

2 ) при любом 𝜀 > 0 справедливо оценко 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝑅0
1 )

≤ 𝑐2.14(𝑛, 𝜙, 𝜎) ⋅ ‖𝐿𝑢‖
𝐿2(𝐶𝑅0

2 )
+ 

+𝜀 ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝑅0
2 )

+
𝑐2.15(𝑛,𝜙,𝜎)

𝜀
⋅ 𝑠𝑢𝑝

𝐶𝑅0
2

|𝑢|.                          (2.34) 

Доказательство. Зафиксируем произвольное 𝜀 > 0. Из леммы 2.7 

следует, что для любых 𝜀′ > 0 и 𝜈 = 1,2, . .. 
‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝐶𝑟

′ (𝑥𝜈,𝑡𝜈))

2 ≤ 𝑐2.16(𝜙, 𝜎, 𝑛) ⋅ ‖𝐿𝑢‖
𝐿2(𝐶𝑟(𝑥𝜈,𝑡𝜈))
2 + 

+(𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶𝑟(𝑥𝜈,𝑡𝜈))

2 +
𝑐2.17(𝜙,𝜎,𝑛)

(𝜀′)2⋅𝑟4𝑅4 ⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝐶𝑟(𝑥𝜈,𝑡𝜈)).                (2.35) 

где в цилиндрах 𝐶𝑟
′ и 𝐶𝑟 положено 𝑅 = 𝑅𝑚, 𝑚 = 0,1,2, . ... Суммируя 

неравенства (2.35) по всем натуральным 𝜈 и используя лемму 2.8, а также 

замечание 2.4, заключаем  

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐴𝑅𝑚)

2 ≤ 𝑐2.18(𝜙, 𝜎, 𝑛) ⋅ ‖𝐿𝑢‖
𝐿(𝐵𝑅𝑚)
2 + 

+𝑁1 ⋅ (𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐵𝑅𝑚)

2 +
𝑐2.19(𝜙,𝜎,𝑛)

(𝜀′)2𝑟4⋅𝑅𝑚
4 ⋅ ‖𝑢‖

𝐿2(𝐵𝑅𝑚)
2 . 

С другой стороны 
𝑐2.19(𝜙, 𝜎, 𝑛)

(𝜀 ′)2𝑟4 ⋅ 𝑅𝑚
4 ⋅ ‖𝑢‖

𝐿2(𝐵𝑅𝑚)
2 ≤

𝑐2.19

(𝜀 ′)2𝑟4 ⋅ 𝑅𝑚
4 ⋅ ∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐵𝑅𝑚

≤
𝑐2.19

(𝜀 ′)2𝑟4 ⋅ 𝑅𝑚
4 (𝑠𝑢𝑝

𝐵𝑅𝑚

|𝑢|)

2

⋅ 𝑚𝑒𝑠𝐵𝑅𝑚
≤ 

≤
𝑐2.19(𝜙, 𝜎, 𝑛)

(𝜀 ′)2𝑟4 ⋅ 𝑅𝑚
4 ⋅ (1 +

3𝑟2

4
) 𝑅𝑚

2 ⋅ (1 +
3𝑟

4
)

𝑛

⋅ ∏ 𝜔𝑖
−1(𝑅𝑚)

𝑛

𝑖=1

× 

× (𝑠𝑢𝑝
𝐵𝑅𝑚

|𝑢|)

2

≤
𝑐2.20(𝜙,𝜎,𝑛)

(𝜀′)2 ⋅ (𝑠𝑢𝑝
𝐶𝑅0

2
|𝑢|)

2

. 

Таким образом 
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‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐴𝑅𝑚)

2 ≤ 𝑐2.18 ⋅ ‖𝐿𝑢‖
𝐿(𝐵𝑅𝑚)
2 + 𝑁1 ⋅ (𝜀 ′)

2
⋅ ‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙
2,2

(𝐵𝑅𝑚)
2 +

𝑐2.20

(𝜀′)2 ⋅

(𝑠𝑢𝑝
𝐶𝑅0

2
|𝑢|)

2

. (2.36) 

Просуммируем неравенства (2.36) по 𝑚 от нуля до бесконечности и 

использует Лемму 2.9, а также замечания 2.5. Получим 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝑅0
1 )

2 ≤ 𝑐2.21(𝜙, 𝜎, 𝑛) ⋅ ‖𝐿𝑢‖
𝐿(𝐶𝑅0

2 )

2 + 

+𝑁1 ⋅ 𝑁2 ⋅ (𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝑅0
2 )

2 +
𝑐2.22(𝜙,𝜎,𝑛)

(𝜀′)2 ⋅ (𝑠𝑢𝑝
𝐶𝑅0

2
|𝑢|)

2

. 

Теперь достаточно выбрать 𝜀 ′ =
𝜀

√𝑁1𝑁2
 и требуемая оценка (2.34) 

доказана. 

Замечание 2.6. Оператор 𝐿 неравномерно вырождается в точке (0,0), 

то оценка вида (2.34) справедлива и в цилиндрах 𝐶𝑅0

1 (𝑥̄, 𝑡̄) и 𝐶𝑅0

2 (𝑥̄, 𝑡̄), если 

только 𝐶𝑅0

2 (𝑥̄, 𝑡̄) ⊂ (𝛺 × (−𝑇, 0)), 𝐶𝑅0

2 (𝑥̄, 𝑡̄) ∩ 𝐶𝑅0

−𝑅0
2,0

(0) = ∅. Кроме того, 

указанная оценка имеет место при любом 𝑅 ∈ (0, 𝑅0]. Пусть 𝜌 > 0, 𝑄𝑇(𝜌) =

{(𝑥, 𝑡) |(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , 𝐶𝜌
2(𝑥, 𝑡) ⊂ 𝑄𝑇}. 

Лемма 2.11. Если выполнены условия (2.20), (1.4) и (1.5), то для всякой 

функции 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝑄𝑇) при всех 𝜀 > 0 и достаточно малых 𝜌 > 0 справедлива 

оценка  

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝑄𝑇(𝜌)) ≤ 𝑐2.23(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝜌) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝜀 ⋅ ‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝑄𝑇) +

𝑐2.24(𝜙,𝜎,𝑛,𝜌)

𝜀
⋅

𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|. (2.37) 

Доказательство. Зафиксируем произвольные 𝜀 > 0 и достаточно малое 

𝜌 > 0. Покроем 𝑄̄𝑇(𝜌) конечным числом 𝑁3(𝑛, 𝜌, 𝑟) цилиндров вида 

𝐶𝜌
1(𝑥𝜈, 𝑡𝜈). Согласно лемме 2.10 для любого 𝜀 ′ > 0 имеем 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝜌
1(𝑥𝜈,𝑡𝜈))

2 ≤ 𝑐2.24(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝜌) ⋅ ‖𝐿𝑢‖
𝐿(𝐶𝜌

2(𝑥𝜈,𝑡𝜈))
+ 

+(𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝐶𝜌
2(𝑥𝜈,𝑡𝜈))

2 +
𝑐2.25(𝜙,𝜎,𝑛,𝜌)

(𝜀′)2 ⋅ (𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|)

2

, 𝜈 = 1, . . . , 𝑁3.     (2.38) 

Просуммировав неравенства (2.38) по 𝜈 от 1 до 𝑁3, получим 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝜌(𝑇))

2 ≤ 𝑐2.24 ⋅ 𝑁3 ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝑁3 ⋅ (𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇)
2 +

𝑁3⋅𝑐2.25

(𝜀′)2 ⋅

(𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|)

2

. 

Теперь достаточно выбрать 𝜀′ =
𝜀

√𝑁3
 и требуемая оценка (2.37) 

доказана. Обозначим для 𝜌 > 0 множество {𝑥: 𝑥 ∈ 𝛺, 𝐸𝜌
𝑥 (1 +

3𝑟

2
) ⊂ 𝛺} через 

𝛺𝜌 и пусть 𝑄𝑇
′ (𝜌) = 𝛺2𝜌 × (−𝑇, 0). 
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Лемма 2.12. Если выполнены условия (2.20), (1.4) и (1.5), то для всякой 

функции 𝑢 ∈ 𝐶∞(𝑄𝑇), 𝑢(𝑥, −𝑇) = 0 при всех 𝜀 > 0 и достаточно малых 𝜌 > 0 

имеет место оценка 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇
′ (𝜌))

≤ 𝑐2.26(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝜌) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝜀 ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇) +
𝑐2.27(𝜙,𝜎,𝑛,𝜌)

𝜀
⋅

𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|.(2.39) 

Доказательство. Зафиксируем произвольные 𝜀 > 0, достаточно малое 

𝜌 > 0 и точку 𝑥0 ∈ 𝛺2𝜌. Рассмотрим цилиндры 

𝐶𝜌̄
1 = 𝐶

𝜌̄:1+
𝑟

2
+

𝑟2

16

−𝑇,−𝑇+(1+
𝑟2

8
)𝜌̄2

(𝑥0) = 𝐶𝜌̄
1 (𝑥0, −𝑇 + (1 +

𝑟2

8
) 𝜌̄2),𝐶̄𝜌̄

1 =

𝐶
𝜌̄:1+

𝑟

2
+

𝑟2

16

−𝑇−(1+
𝑟2

8
)𝜌̄2,−𝑇

(𝑥0) = 𝐶𝜌̄
1(𝑥0, −𝑇), 

𝐶𝜌̄
2 = 𝐶

𝜌̄:1+
3𝑟

2

−𝑇,−𝑇+(1+
3𝑟2

4
)𝜌̄2

(𝑥0) = 𝐶𝜌̄
2 (𝑥0, −𝑇 + (1 +

3𝑟2

4
) 𝜌̄2), 

𝐶̄𝜌̄
2 = 𝐶

𝜌̄:1+
3𝑟

2

−𝑇−(1+
3𝑟2

4
)𝜌̄2,−𝑇

(𝑥0) = 𝐶𝜌̄
2(𝑥0, −𝑇), 𝐶̃𝜌̄

1 = 𝐶𝜌̄
1 ∪ 𝐶̄𝜌̄

1, 𝐶̃𝜌̄
2 = 𝐶𝜌̄

2 ∪ 𝐶̄𝜌̄
2, 

где  𝜌̄ = 2𝜌.  

Для каждого 𝑥 ∈ 𝑅𝜌̄
𝑥0

(1 +
3𝑟

2
) продолжим функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) нечетным 

образом, а коэффициенты оператора 𝐿 четным образом  через гиперплоскость 

𝑡 = −𝑇 в цилиндр 𝐶̄𝜌̄
2, и обозначим продолженную функцию и оператор вновь 

через 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝐿, соответственно. Ясно, что 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝐶̃𝜌̃

2). Coгласно 

лемме 2.10 для любого  𝜀 ′ > 0 имеем 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶̃𝜌̄

1)
2 ≤ 𝑐2.28(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝜌) ⋅ ‖𝐿𝑢‖

𝐿2(𝐶̃𝜌̄
2)

2 + (𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶̃𝜌̄

2) +

𝑐2.29(𝜙,𝜎,𝑛,𝜌)

(𝜀′)2 ⋅ (𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|)

2

. 

Учитывая характер продолжения функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и коэффициентов 

onepaтoра 𝐿, заключаем 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶̃𝜌̄

1)
2 ≤ 𝑐2.28 ⋅ ‖𝐿𝑢‖

𝐿2(𝐶̃𝜌̄
2)

2 + 𝑁1 ⋅ (𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2
(𝐶̃𝜌̄

2) +
𝑐2.29

2⋅(𝜀′)2 ⋅

(𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|)

2

.(2.40) 

Пусть 𝑄̃𝑇(𝜌) = 𝑄𝑇
′ (𝜌)\𝑄̄𝑇(𝜌). Нетрудно видеть, что конечным числом 

𝑁4(𝑛, 𝜌, 𝑟) цилиндров вида 𝐶𝜌̄
1 (𝑥𝜈, −𝑇 + (1 +

𝑟2

8
) 𝜌̄2), 𝑥𝜈 ∈ 𝛺2𝜌, можно 

покрыть замыкание множества 𝑄̃𝑇 (
𝜌̄

2
). Действительно, для этого достаточно, 

чтобы (1 +
𝑟2

8
) 𝜌̄2 > 2 (1 +

3𝑟2

4
) ⋅ (

𝜌̄

2
)

2
, субэллипктико. 𝑟2 < 2, что выполнено 

в силу выбора 𝑟. Записав неравенства (2.40) для цилиндров 𝐶𝜌̄
1 (𝑥𝜈 , −𝑇 +
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(1 +
𝑟2

8
) 𝜌̄2) и 𝐶𝜌̄

2 (𝑥𝜈 , −𝑇 + (1 +
3𝑟2

4
) 𝜌̄2)просуммировав их по 𝜈 от 1 до 𝑁4, 

получаем 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄̃𝑇(
𝜌̄

2
))

2 ≤ 𝑁4 ⋅ 𝑐2.28 ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)
2 + 𝑁4 ⋅ (𝜀 ′)

2
⋅ ‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝑄𝑇) +

𝑁4⋅𝑐2.29

2⋅(𝜀′)2 ⋅

(𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|)

2

.(2.41) 

Теперь требуемая оценка (2.39) следует из неравенства (2.41) и лемма 

1.2.12 доказана. Пусть 𝑄̃𝑇
″ (𝜌) = 𝑄𝑇(𝜌)\𝑄̄𝑇

′ (𝜌). 

Лемма 2.13. Пусть условия (2.20), (1.4) и (1.5) выполнены 

относительно оператора 𝐿. Тогда существует 𝜌1(𝜎, 𝑛, 𝛺) такое, что если 𝑇 ≤

𝑇3, то для всякой функции 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞(𝑄𝑇), 𝑢 |
𝛤(𝑄𝑇)

= 0 при любом 𝜀 > 0 

справедлива оценка 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇
″ (𝜌1))

≤ 𝑐2.30(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝛺) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝜀 ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇) +

𝑐2.31(𝜙,𝜎,𝑛,𝛺)

𝜀
⋅ 𝑠𝑢𝑝

𝑄𝑇

|𝑢|.(2.42) 

Докозательство. Зафиксируем произвольные 𝜀 > 0 и точку 𝑥0 ∈ 𝜕𝛺. 

Через 𝐵𝑅(𝑥0) будем обозначать 𝑛 -мерный шар радиуса 𝑅 c центром в точке 

𝑥0. Так как 𝜕𝛺 ∈ 𝐶2, то существуют невырожденное преобразование 

пространственных координат 𝑥 → 𝑦 и число  ℎ(𝑥0) такие, что 𝜕𝛺̃ ∩ 𝐵ℎ(𝑦0) 

задается уравнением 𝑦𝑛 = 0, а 𝛺̃ ∩ 𝐵ℎ(𝑦0) pacпoлoжeно на множестве 

{𝑦 |𝑦𝑛 > 0}. Здесь 𝛺̃ и 𝑦0 образы области 𝛺 и точки 𝑥0, соответственно. 

Пусть 𝐿̃ и 𝑢̃(𝑦, 𝑡)- образы оператора 𝐿 и функции 𝑢(𝑥, 𝑡), соответственно, 

𝑄𝑇:ℎ
+ (𝑥0) = 𝑄𝑇:ℎ

+ = (𝐵ℎ(𝑦0) ∩ {𝑦: 𝑦𝑛 ≥ 0}) × (−𝑇, 0). Так как оператор 𝐿 

вырождается в точке (0,0), то 𝐿̃ в 𝑄𝑇:ℎ
+  есть равномерно эллиптический 

оператор. Пусть, далее 𝑄𝑇:ℎ
+ = 𝐵ℎ(𝑦0) × (−𝑇, 0) и 𝑄𝑇:ℎ = 𝑄𝑇:ℎ\𝑄𝑇:ℎ

+ . 

Сформулируем условие, эквивалентное (1.4). Пусть  txi , (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)-

собственные значения матрицы 𝐴 = ‖
𝑎𝑖𝑗(𝑥,𝑡)

√𝜆𝑖(𝑥,𝑡)𝜆𝑗(𝑥,𝑡)
‖.  Toгдa 𝑇𝑟(𝐴) =

∑
𝑎𝑖𝑖(𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 = ∑ 𝜇𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛

𝑖=1  и 

∑
𝑎𝑖𝑗

2 (𝑥,𝑡)

𝜆𝑖(𝑥,𝑡)𝜆𝑗(𝑥,𝑡)
𝑛
𝑖=1 = 𝑇𝑟(𝐴2) = ∑ 𝜇̄𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛

𝑖=1 , 

где 𝜇̄𝑖(𝑥, 𝑡) собственные значения матрицы 𝐴2. Но очевидно, что 𝜇̄𝑖(𝑥, 𝑡) =
𝜇𝑖

2(𝑥, 𝑡); (𝑖 = 1, . . . , 𝑛). Это предполагает, что условие (1.4) можно переписать 

в следующей эквивалентной форме: 

∑ 𝜇𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛
𝑖=1 , 

 где ∑ 𝜇𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛
𝑖=1 . Таким образом, если матрица 𝐴 удовлетворяет условию 

(1.4) с постоянной 𝜎, то образ матрицы при невырожденном преобразовании 

также удовлетворяет условию в форме (1.4) с постоянной 𝜎 (и, вместе с этим 

условию в форме (2.20) с постоянной 𝛾).  
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Продолжим функцию 𝑢̃(𝑦, 𝜏) нечетном образом, а коэффициенты 

оператор 𝐿̃ четным образом через гиперплоскость 𝑦𝑛 = 0 в 𝑄̄𝑇:ℎ. 

Продолженные функцию и оператор вновь обозначим через 𝑢̃(𝑦, 𝑡) и 𝐿̃, 

соответственно. Согласно коэрцитивной оценке монографии [5,8] для любого 

𝜀 ′ имеем  

‖𝑢̃‖
𝑊2,𝜙

2,2
(𝑄

𝑇:
𝛺
2

)

2 ≤ 𝑐2.32(𝐿̃, 𝑛, 𝑇) ⋅ ‖𝐿̃𝑢̃‖
𝐿2(𝑄𝑇:𝛺)

2
+ (𝜀 ′)

2
⋅ ‖𝑢̃‖

𝑊2,𝜆,𝜙
2,2

(𝑄
𝑇:
𝛺
2

)

2 +

𝑐2.32(𝐿̃,𝑛,𝑇)

𝜀
⋅ (𝑠𝑢𝑝

𝑄𝑇

|𝑢̃|)

2

, 

где 𝑊2,𝜙
2,2

 совпадают с пространством  𝑊2,𝜆,𝜙
2,2

  в случае, когда 𝜆1 = 𝜆2 =. . . =

𝜆𝑛 = 1. Учитывая характер продолжения функции 𝑢̃(𝑦, 𝑡) и коэффициентов 

оператора 𝐿̃ и возвращаясь к переменным (𝑥, 𝑡), получаем  

‖𝑢‖
𝑊2,𝜙

2,2
(𝑄̃

𝑇:
𝛺
2

+ )

2 ≤ 𝑐2.33(𝐿, 𝑛, 𝛺, 𝑇) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄̃𝑇:𝛺
+ ) + 

+𝑐2.34(𝛺) ⋅ (𝜀 ′)
2

⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜙

2 (𝑄̃
𝑇:
𝛺
2

+ )

2 +
𝑐2.35(𝐿,𝑛,𝛺,𝑇)

(𝜀′)2 ⋅ (𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|)

2

,                    (2.43) 

где 𝑄̃𝑇:ℎ
+  прообраз 𝑄𝑇:ℎ

+ . Нетрудно видеть, что конечным числом 𝑁5(𝛺, 𝑛) 

множеств вида 𝑄̃
𝑇:

ℎ(𝑥𝜈)

2

+ (𝑥𝜈), 𝑥𝜈 ∈ 𝜕𝛺, можно покрыть (𝛺\𝛺2𝜌1
) × (−𝑇, 0) при 

некотором 𝜌1(𝜎, 𝑛, 𝛺). Записывая неравенства (2.43) для множеств 

𝑄̃
𝑇:

ℎ(𝑥𝜈)

2

+ (𝑥𝜈) и 𝑄̃𝑇:ℎ(𝑥𝜈)
+ (𝑥𝜈), а затем суммируя их по 𝜈 от 1 до 𝑁5, приходим к 

оценке 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜙

2,2(𝑄𝑇
″ (𝜌1))

≤ 𝑐2.36(𝐿, 𝑛, 𝛺, 𝑇) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄̃𝑇) + 

+𝜀 ′ ⋅ 𝑐2.37(𝑛, 𝛺) ⋅ ‖𝑢‖
(𝑄𝑇

″ (𝜌1))
+

𝑐2.38(𝐿,𝑛,𝛺,𝑇)

𝜀′
⋅ 𝑠𝑢𝑝

𝑄𝑇

|𝑢|,                    (2.44) 

где 𝑄̃𝑇 = ⋃ 𝑄̃𝑇:ℎ(𝑥𝜈)
+ (𝑥𝜈)𝑁5

𝜈=1 . При этом можно считать ℎ(𝑥1), . . . , ℎ(𝑥𝑁5) 

настолько малыми, что если (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄̃𝑇, то 𝑥 ∈ 𝐸1
0(𝛿), где 𝛿 > 0 зависит лишь 

от 𝑛 и 𝛺. Тогда, действуя так же, как и в доказательстве Леммы 1.2.1, 

получаем, что для (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄̃𝑇 

𝑐2.39(𝐿, 𝑛, 𝛺, 𝑇) ⋅ (𝜔𝑖
−1(1))

2
≤ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑐2.40(𝐿, 𝑛, 𝛺, 𝑇) ⋅ (𝜔𝑖

−1(1))
2

, 𝑖 =

1, . . . , 𝑛. 

Отсюда следует, что 

𝑐2.41(𝐿, 𝑛, 𝛺, 𝑇) ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇
″ (𝜌1))

≤ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜙

2,2(𝑄𝑇
″ (𝜌1))

,                         (2.45) 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜙

2,2(𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.42(𝐿, 𝑛, 𝛺, 𝑇) ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇).                           (2.46) 

Теперь требуемая оценка (2.42) следует из неравенств (2.44) – (2.46). 

Теорема 2.1. Если относительно коэффициентов оператора 𝐿 

выполнены условия (2.20), (1.4) и (1.5), то при 𝑇 ≤ 𝑇3 для любой функции 

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞(𝑄̄𝑇), 𝑢 |
𝛤(𝑄𝑇)

= 0 справедлива оценка 
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‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.43(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝛺) ⋅ (‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|).                  (2.47) 

Доказательство. Из Леммы (2.11)-(2.13) следует, что для любого 𝜀 > 0 

верно неравенство 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇)
2 ≤ 𝑐2.44(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝛺) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)

2 + 

+𝑐2.45(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝛺) ⋅ 𝜀2 ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇)
2 +

𝑐2.44(𝜙,𝜎,𝑛,𝛺)

𝜀2 ⋅ (𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|)

2

. 

Теперь достаточно выбрать 𝜀 = (2 ⋅ 𝑐2.45)−
1

2 и требуемая оценка (2.47) 

доказана.  

Теорема 2.2. Пусть относительно коэффициентов оператора 

выполнены условия (2.20), (1.4) и (1.5), a 

𝑛 + 1 < 𝑞 <
𝑛(𝑛+1)

𝑛−2
.                                 (2.48) 

Тогда существует 𝑇4 = 𝑇4(𝐿, 𝑛, 𝛺) такое, что при 𝑇 ≤ 𝑇4 для любой 

функции 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑊2,𝜆,𝜙
2,2 (𝑄𝑇) справедлива оценка 

𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢| ≤ 𝑐2.47(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝛺) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿𝑞(𝑄𝑇).                          (2.49) 

Доказательство. Действуя так же, как и при доказательстве 

аналогичной оценки типа А.Д. Александрова в работе [9, 10], получаем  

𝑀𝑛+1 ≤ 𝑐2.48(𝜙, 𝜎, 𝑛) ∫
|𝐿𝑢|𝑛+1

𝑑(𝑥,𝑡)
𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
,                              (2.50) 

Здесь 𝑀 = 𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝑢|,  

𝜆𝑖(𝑥, 𝑡) = (
𝜔𝑖

−1(𝜌(𝑥)+√|𝑡|)

𝜌(𝑥)+√|𝑡|
)

2

≥ (
𝜔𝑖

−1(𝜌(𝑥))

𝜌(𝑥)
)

2

≥ (
𝜔𝑖

−1(𝜔𝑖(|𝑥𝑖|))

𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)
)

2

= (
|𝑥𝑖|

𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)
)

2
, 

𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑑𝑒𝑡(‖𝑎𝑖𝑗(𝑥, 𝑡)‖) ≥ 𝑐2.49(𝐿, 𝑛, 𝑄𝑇) ⋅ ∏ 𝜆𝑖(𝑥, 𝑡)𝑛
𝑖=1 ≥ 𝑐2.49 ⋅

∏ (
|𝑥𝑖|

𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)
)

2
𝑛
𝑖=1 , 

и в силу предположения функции 
𝜔𝑖

−1(𝑧)

𝑧
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 возрастают на (0,∞). 

Из (2.50), имеем 

𝑀𝑛+1 ≤ 𝑐2.50(𝜙, 𝑛, 𝜎, 𝑄𝑇) ⋅ ∫ |𝐿𝑢|𝑛+1 ⋅ ∏ (
𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)

|𝑥𝑖|
)

2
𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
. 

Для (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 в силу неравенства Гельдера с показателями 
𝑞

𝑛+1
, 

𝑞

𝑞−𝑛−1 

при 𝑞 > 𝑛 + 1 имеем 

𝑀𝑛+1 ≤ 𝑐2.50 ⋅ (∫ |𝐿𝑢|𝑞𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

)

𝑛+1

𝑞
(∏ ∫ (

𝜔𝑖(|𝑥𝑖|)

|𝑥𝑖|
)

2𝑞

𝑞−𝑛−1

𝑄𝑇

𝑛
𝑖=1 𝑑𝑥𝑑𝑡)

𝑞−𝑛−1

𝑞

. 

Пусть 𝛱𝑅 = {𝑥: |𝑥𝑖| < 𝜔𝑖
−1(𝑅)}𝑖 = 1, . . . , 𝑛 и 𝛺̄ ⊂ 𝛱𝑅. Тогда 

𝑀 ≤ 𝑐2.51(𝜙, 𝑛, 𝜎, 𝑄𝑇) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿𝑞(𝑄𝑇) (∏ ∫ (
𝜔𝑖(𝑧)

𝑧
)

2𝑞

𝑞−𝑛−1𝜔𝑖
−1(𝑅)

0
𝑛
𝑖=1 𝑑𝑧)

𝑞−𝑛−1

(𝑛+1)⋅𝑞

.       

(2.51) 
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Отсюда с учетом условия (1.6) и (1.7) имеем 

∏ ∫ (
𝜔𝑖(𝑧)

𝑧
)

2𝑞

𝑞−𝑛−1𝜔𝑖
−1(𝑅)

0
𝑛
𝑖=1 𝑑𝑧 ≤ 𝐴𝑛mesΠ𝑅 ⋅ ∏ (

𝑅

𝜔𝑖
−1(𝑅)

)

2𝑞

𝑞−𝑛−1𝑛
𝑖=1 < ∞.       (2.52) 

 

Отметим, что из (1.6)-(1.7) следует, что 
2𝑞

𝑞−𝑛−1
> 𝑛 т.е. 𝑞 <

𝑛(𝑛+1)

𝑛−2
. Тогда 

требуемая оценка (2.49) следует из неравенств (2.51)- (2.52).  

Теорема 2.2 доказана.  

Теорема 2.3. Пусть 𝑇0 = 𝑚𝑖𝑛{𝑇1, 𝑇2, 𝑇3, 𝑇4} и относительно 

коэффициентов оператора 𝐿 выполнены условия (2.20), (1.4) и (1.5). Тогда, 

если 𝑞 выбрано согласно условию (2.48), то при 𝑇 ≤ 𝑇0 для любой функции 

 TQW
2,2

,,2 



  справедлива оценка 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.52(𝜙, 𝜎, 𝑛, 𝛺) ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿𝑞(𝑄𝑇).                       (2.53) 

Доказательство. Из теоремы 2.1 и 2.2 заключаем 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙

2,2 (𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.43(‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)) + 𝑐2.47 (‖𝐿𝑢‖𝐿𝑞(𝑄𝑇)) 

Теперь достаточно учесть, что ‖𝐿𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) ≤ (mes𝑄𝑇)
𝑞−2

2𝑞 ⋅ ‖𝐿𝑢‖𝐿𝑞(𝑄𝑇) и 

требуемая оценка (2.53) доказано. 

Теорема 2.4. Пусть функция 𝜙(𝑧) удовлетворяет условиям (1.5) и для 

𝜀 > 0 оператор 𝐿𝜀 имеет то же значение, что и в Лемме 2.2. Тогда при 𝑇 ≤ 𝑇0 

для любой функции  TQW
2,2

,,2 



 выполняется оценка 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.53(𝜙, 𝑛, 𝛺) ⋅ ‖𝐿𝜀𝑢 − 𝜇𝑢‖𝐿𝑞(𝑄𝑇).                    (2.54) 

Здесь 𝜇 = 𝑇−1, 𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄𝑇) банахово пространство функций 𝑢(𝑥, 𝑡), 

заданное на 𝑄𝑇 с конечной нормой, заданной равенством вида (*) с заменой 

функции 𝜙(0 − 𝑡) на 𝜙𝜀(0 − 𝑡) и  TQW
2,2

,,2 



  пополние множества всех 

функций из 𝐶∞(𝑄̄𝑇), стремящихся к нулю на 𝜕𝑄𝑇, по норме пространства 

𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄𝑇).  

Доказательство. Достаточно доказать теорему для функций 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈

𝐶∞(𝑄̄𝑇),𝑢 |
𝛤(𝑄𝑇)

= 0. Заметим, что по (2.19)  𝑞(𝑇1) ≤ 1. Тогда рассуждая так 

же, как в доказательстве Лемм  2.6, (2.6), (2.9)-(2.12) и Теорема 2.1 из (2.12) 

заключаем, что существует 𝑇5(𝜙, 𝑛, 𝛺) ≤ 𝑇1 такое, что если 𝑇 ≤ 𝑇5, то для 

любой функции 𝜗(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞(𝑄̄𝑇), 𝜗 |
𝛤(𝑄𝑇)

= 0, 𝜗 |
𝑡=0

= 𝜗𝑡 |
𝑡=0

= 0 

выполняется оценка 

‖𝜗‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.54(𝜙, 𝜎, 𝛺) (‖𝐿𝜀𝜗‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝑠𝑢𝑝
𝑄𝑇

|𝜗|).              (2.55) 
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Допустим, что 𝑇 ≤ 𝑇5/2. Пусть 𝑅 = 𝑇/4 и 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞(𝑄̄𝑇), 𝑢 |
𝜕𝑄𝑇

=

0. Рассмотрим функцию  𝜂(𝑡) ∈ 𝐶∞[−𝑇, 0] такую, что 𝜂(𝑡) = 1 при [−𝑇, 0 −

𝑅], 𝜂(𝑡) = 0 при 𝑡 ∈ [0 −
𝑅

2
, 0], 0 ≤ 𝜂(𝑡) ≤ 1 и 

|𝜂𝑡
′ (𝑡)| ≤

𝑐2.55

𝑅
, |𝜂𝑡𝑡

″ (𝑡)| ≤
𝑐2.55

𝑅2 .                          (2.56) 

Предполагая в (2.55) 𝜗(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡) ⋅ 𝜂(𝑡) с учетом (2.56), получаем 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄0−𝑅) ≤ 𝑐2.54 ⋅ (‖𝐿𝜀(𝑢 ⋅ 𝜂)‖𝐿2(𝑄𝑇) + ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)) ≤ 

≤ 𝑐2.54 ⋅ (‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + (
𝑐2.55

𝑅
+ 1) ⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) +

𝑐2.55

𝑅
⋅ ‖𝜙𝜀𝑢𝑡‖𝐿2(𝑄𝑇) +

𝑐2.55

𝑅2 ⋅

‖𝜙𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)). (2.57) 

Из условий (1.5) следует, что 𝑠𝑢𝑝
[−𝑇,0]

𝜙(𝑧) ≤ 𝑐2.56(𝜙) ⋅ 𝑇. Таким образом, 

принимая во внимание, что 𝑠𝑢𝑝
[−𝑇,0]

𝜙𝜀(𝑧) = 𝑠𝑢𝑝
[−𝑇,0]

𝜙(𝑧), заключаем, что 

‖𝜙𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.56𝑇 ⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇).                              (2.58) 

С другой стороны, для любого 𝛼 ′ > 0, выполняется следующее 

интерполяционное неравенство 

‖𝜙𝜀𝑢𝑡‖𝐿2(𝑄𝑇) ≤ 𝑐2.56𝑇 ⋅ 𝛼 ′‖𝜙𝜀𝑢𝑡𝑡‖𝐿2(𝑄𝑇) + 3(𝛼 ′)
−1

⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇).         (2.59) 

Действительно, зафиксируем произвольное 𝛼′ > 0 и рассмотрим 

интеграл 𝐾 = ∫ (𝜈𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡 +

1

𝜈
𝑢)

2
𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
 при 𝜈 > 0. Ясно, что 𝐾 > 0. В 

то же время 

𝐾 = 𝜈2 ∫ 𝜙𝜀
4(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡

2 𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

+
1

𝜈2
∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+ 2 ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

≤ 

≤ 𝑐2.56
2 ⋅ 𝑇2 ⋅ 𝜈2 ⋅ ∫ 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+
1

𝜈2
∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+ 

+2 ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡) [

𝜕

𝜕𝑡
(𝑢 ⋅ 𝑢𝑡) − 𝑢𝑡

2] 𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

= 𝑐2.56
2 ⋅ 𝑇2 ⋅ 𝜈2 ⋅ ∫ 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+ 

+
1

𝜈2
∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+ 2 ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡) ⋅

𝜕

𝜕𝑡
(𝑢 ⋅ 𝑢𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

− 2 ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢𝑡

2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

= 

= 𝑐2.56
2 ⋅ 𝑇2 ⋅ 𝜈2 ⋅ ∫ 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+
1

𝜈2
∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+ 

+4 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝑡) ⋅ 𝜙𝜀
′ (0 − 𝑡) ⋅ 𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
− 2 ∫ 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
.           (2.60) 

Используя то, что 𝑞(𝑇) ≤ 1 и принимая во внимание, что (2.11), 

получаем 

4 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝑡)𝜙𝜀
′ (0 − 𝑡)𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

≤ ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢𝑡

2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

+ 

+4 ∫ (𝜙𝜀
′ (0 − 𝑡))

2
𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
≤ ∫ 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
+ 4 ∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
.           

(2.61) 
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Из (2.60) - (2.61) следует, что 

0 ≤ 𝑐2.56
2 ⋅ 𝑇2 ⋅ 𝜈2 ⋅ ∫ 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

+
1

𝜈2
∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

− 

−2 ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢𝑡

2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

+ ∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢𝑡

2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

+ 4 ∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

. 

Таким образом 

∫ 𝜙𝜀
2(0 − 𝑡)𝑢𝑡

2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

≤ 𝑐2.56
2 𝑇2𝜈2 ∫ 𝜙𝜀

2(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡
2 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
+ (𝜈−2 +

4) ∫ 𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

. 

Теперь достаточно положить 𝜈 = 𝑚𝑖𝑛{𝛼′, 1}. Неравенство (2.59) 

доказана. Используя (2.58) и (2.59) в (2.57) заключаем, что для любого 𝛼 ′ > 0 

выполняется неравенство 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄0−𝑅) ≤ 𝑐2.54 ⋅ ‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝛼 ′ ⋅ 𝑐2.57(𝜙, 𝑛, 𝛺) ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄𝑇) +

𝑐2.58(𝜙,𝑛,𝛺)

𝛼′𝑅
⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇). (2.62) 

Зафиксируем произвольное 𝛼 > 0 и выберем 𝛼 ′ =
𝛼

𝑐2.57
. Тогда из (2.62) 

следует, что  

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄0−𝑅) ≤ 𝑐2.54 ⋅ ‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) + 𝛼 ⋅ ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄𝑇) +
𝑐2.59(𝜙,𝑛,𝛺)

𝛼𝑇
⋅

‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇).   (2.63) 

Аналогично можно показать, что если 𝑄′ = 𝛺 × (0 − 2𝑅, 0 + 2𝑅), 𝑄″ =
𝛺 × (0 − 𝑅, 0 + 𝑅), 𝑆(𝑄′) = 𝜕𝛺 × [0 − 2𝑅, 0 + 2𝑅], то для любой функции 

𝜔(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞(𝑄′), 𝜔 |
𝑆(𝑄′)

= 0  для любого 𝛼 > 0 имеет место следующая 

оценка 

‖𝑤‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2
(𝑄″) ≤ 𝑐2.54 ⋅ ‖𝐿𝜀𝑤‖𝐿2(𝑄′) + 𝛼 ⋅ ‖𝑤‖

𝑊2,𝜆,𝜙𝜀
2,2

(𝑄′) +
𝑐2.59

𝛼𝑇
⋅ ‖𝑤‖𝐿2(𝑄′).          

(2.64) 

Пусть 𝑄+
′ = 𝛺 × (0 − 2𝑅, 0), 𝑄−

′ = 𝛺 × (0,0 + 2𝑅), 𝑄+
″ = 𝛺 × (0 − 2,0). 

Продолжим функции 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝜙𝜀(0 − 𝑡) через гиперплоскость 𝑡 = 0 из 𝑄+
′  в 

𝑄−
′  и снова обозначим полученные функции через 𝑢(𝑥, 𝑡) и 𝜙𝜀(0 − 𝑡), 

соответственно. Предполагая в (2.64) 𝑤 = 𝑢 и принимая во внимание 

равенство ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2
(𝑄″) = √2 ⋅ ‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙𝜀
2,2

(𝑄+
″) и аналогичные равенства для 

норм ‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2
(𝑄′), ‖𝑢‖𝐿2(𝑄′) и ‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄′), получим,что 

‖𝑤‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2
(𝑄+

″ ) ≤ 𝑐2.54 ⋅ ‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄+
′ ) + 𝛼 ⋅ ‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙𝜀
2,2

(𝑄+
′ ) +

𝑐2.59

𝛼⋅𝑇
⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄+

′ ).          

(2.65) 

Объединяя (2.63), (2.65) и выбирая 𝛼, заключаем, что 

‖𝑢‖
𝑊2,𝜆,𝜙𝜀

2,2 (𝑄𝑇)
2 ≤ 𝑐2.60(𝜙, 𝑛, 𝛺) ⋅ (‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)

2 +
1

𝑇2 ⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)
2 ).             (2.66) 

С другое стороны, если мы вспомним, что 𝜇 =
1

𝑛
, то имеем 

∫ (𝐿𝜀𝑢 − 𝜇𝑢)2𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

= ‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)
2 + 𝜇2 ⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)

2 − 2𝜇 ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ 𝐿𝜀𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

.      

(2.67) 

Кроме того 
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𝐾1 = −2𝜇 ⋅ ∫ 𝑢 ⋅ 𝐿𝜀𝑢𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

= 

= −2𝜇 ∫ 𝑢 (∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

𝑛

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖
2 + 𝜙𝜀(0 − 𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
−

𝜕𝑢

𝜕𝑡
) 𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

= 

= 2𝜇 ∫ ∑ 𝜆𝑖(𝑥 ′, 𝑡 ′)

𝑛

𝑖=1

𝑢𝑖
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

− 2𝜇 ∫ 𝑢 ⋅ 𝜙𝜀(0 − 𝑡)𝑢𝑡𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

+ 𝜇 ∫ (𝑢2 )
𝑡
𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

≥ 

≥ 2𝜇 ∫ 𝜙𝜀(0 − 𝑡)𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
− 2𝜇 ∫ 𝜙𝜀

′ (0 − 𝑡)𝑢 ⋅ 𝑢𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

.          (2.68) 

Теперь покажем, что при 𝑧 ∈ (−𝑇, 𝜀) выполняется неравенство 

𝜙𝜀(𝑧) ≥ 𝛽1𝑧𝜙𝜀
′ (𝑧).                                      (2.69) 

B силу, условий (1.5), достаточно проверить выполнение (2.69) только 

для 𝑧 ∈ (−𝑇, 𝜀). Но для таких 𝑧 неравенство (2.69) эквивалентно, неравенству 

𝜙(𝜀) −
𝜙′(𝜀)⋅𝜀

𝑚
≥

𝜙′(𝜀)

𝑚𝜀𝑚−1 ⋅ 𝑧𝑚, где 𝑚 = 2𝛽−1. Но последнее неравенство 

выполняется, если имеет место оценка 

𝜙(𝜀) ≥
2

𝑚
𝜙′(𝜀) ⋅ 𝜀.                                       (2.70) 

Теперь достаточно заметить, что (2.70) выполнено в силу (1.5). Таким 

образам, из (2.67) при условиях (2.68) и (2.11) получаем неравенство 

𝐾1 ≥ −
𝜇

2
∫

[𝜙𝜀
′ (0 − 𝑡)]

2

𝜙𝜀(0 − 𝑡)
𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

≥ −
𝜇

2𝛽
∫

𝜙𝜀
′ (0 − 𝑡)

0 − 𝑡
𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇

≥ 

≥ −
𝜇⋅𝑞(𝑇)⋅𝑇

2𝜇
⋅ ∫

𝑢2

(0−𝑡)2 𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

.                            (2.71) 

Применим неравенство Харди [11], согласно которому 

∫
𝑢2

(0−𝑡)2 𝑑𝑥𝑑𝑡
𝑄𝑇

≤ 4 ∫ 𝑢𝑡
2𝑑𝑥𝑑𝑡

𝑄𝑇
.                                 (2.72) 

Тогда из (2.67), (2.71) и (2.72) заключаем, что  

‖𝐿𝜀𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)
2 + 𝜇2 ⋅ ‖𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇) ≤ ‖𝐿𝜀𝑢 − 𝜇𝑢‖𝐿2(𝑄𝑇)

2 +
𝑞(𝑇)

𝛽
⋅ ‖𝑢‖

𝑊2,𝜆,𝜙𝜀
2,2 (𝑄𝑇)

2 .           

(2.73) 

Теперь выберем такое малое 𝑇6, что 𝑞(𝑇6) ≤
𝛽

4𝑐2.60
 и зафиксируем 𝑇7 =

𝑚𝑖𝑛 {
𝑇5

2
, 𝑇6}.  Тогда (2.66) и (2.72) влекут требуемую оценку (2.54).  

Теорема 2.4 доказана. 

В заключение автор выражает благодачность проф. Ф.И.Мамедову за 

постановку задачи и обсуждение результатов. проф 
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Abstract. In the paper the first boundary problem for a non-uniform and strong 

degenerated non-divergent second order elliptic-parabolic equation is considered. A Cordes 

type condition is proved which ensures the existence of a unique solution of the first 

boundary value problem in a suitable weighted Sobolev space. 
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